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Application de la mkthode de factorisation et de la thborie 
des groupes au problbme de l’klectron de Landau relativiste 

A Crubellier et S Feneuille 
Laboratoire Aime Cotton, CNRS I I ,  Bitiment 505, 91405 Orsay, France 

Requ 8 Novembre 1973, presentation definitive 31 Decembre 1973 

Rk”. Le probleme relativiste de I’electron de Landau est etudie a I’aide de la methode de 
factorisation et de la thtorie des groupes. La separation des variables en coordonnees 
cylindriques ( z  p 4 )  est effectuee sur la forme quatemionique de I’equation de Dirac. Les 
equations radiales peuvent &tre factorisees de deux faqons differentes (type C et B), et ceci 
permet d’introduire deux algbbres de Lie (G(0, 1) et B, respectivement). La premiere est 
directement lite a I’algebre d’invariance G(0, 1) du systeme. La seconde, qui contient une 
variable supplementaire sans signification physique, permet de definir des opkrateurs ten- 
soriels simples tels que p” (n entier); le calcul de leurs elements de matrice conduit a celui 
d’integrales radiales qui peuvent avoir un interet physique. 

Abstract. The relativistic problem of the free Landau electron is investigated by means of the 
factorization method and group theory. The Dirac equation is written in quaternionic form, 
which allows the variables to be separated in cylindrical coordinates (2 ,  p .  4). Then, the 
radialequations are factorized in two different ways(C typeand B type), and the corresponding 
Lie algebras (G(0,l) and SO(2, 1) respectively) are introduced. The first one is closely related 
to the invariance algebra G(0, 1) of the system. The second one, which introduces a supple- 
mentary variable without physical meaning, allows us to define some simple tensor operators 
such as p” (n integer); the evaluation of their matrix elements leads to some radial integrals 
which can be of physical interest. 

1. Introduction 

L’interpretation dans le cadre de la theorie des algebres de Lie des proprietes des 
equations factorisables (Infeld et Hull 1951) permet d’introduire les techniques de la 
theorie des groupes dans l’etude des systemes quantiques exactement solubles. En effet, 
ainsi que l’a montre Miller (1968), a toute equation factorisable peut ttre associke la 
realisation d’une algebre de Lie par des operateurs differentiels du premier ordre a 
deux variables (dont l’une est une variable auxiliaire). Les solutions de l’kquation sont 
alors tres simplement associees a des fonctions de base de representations de l’algebre 
et les conditions de normalisation sont reliees a l’unitarite de ces representations. 
De plus, on peut introduire des operateurs tensoriels dont les elements de matrice 
peuvent &tre calcules a l’aide du theoreme de Wigner-Eckart. Ces elements de matrice 
sont directement relies a ceux qui sont pris entre etats physiques. Ceci est particuliere- 
ment important pour l’application de la methode a des cas physiques, soit pour utiliser la 
theorie des perturbations lorsque le systeme etudie peut constituer une premiere 
approximation pour un systeme plus complexe, soit pour calculer des probabilites de 
transition. 
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Le cadre general de la methode a ete decrit dans un article precedent (Crubellier 
1973). Nous decrivons ici un exemple d’application de cette methode : l’etude de l’elec- 
tron de Landau relativiste. Cet exemple, dont les solutions sont desormais classiques 
(Johnson et Lippman 1949) fournit en effet upe illustration particulierement significative 
de la methode employee, alors que les problemes physiques deja etudies par cette 
methode (Armstrong 1970, 1971a, b, Crubellier et Feneuille 1971, Cunningham 1972, 
Dunlap et Armstrong 1972, Feneuille et Crubellier 1972) n’en soulignaient que certains 
aspects particuliers. En effet les equations radiales sont des equations factorisables du 
type C, qu’on transforme aisement en equations du type B. En consequence, deux 
algebres de nature tres differente peuvent Ctre introduites. La premiere, de type G(0, l) ,  
est etroitement reliee a l’algebre d’invariance du systeme (qui comprend les rotations 
autour de Oz et les translations). Au contraire, la seconde, de type B, , n’est pas une 
algebre d’invariance, mais elle permet l’introduction d’operateurs tensoriels simples. 
Signalons qu’une symetrie Sp(2) analogue a la symetrie SO(2, 1) trouvee ici a ete utilisee 
pour l’klectron de Landau non relativiste par Boon et Seligman (1973). I1 serait cependant 
difficile de generaliser ce resultat au cas relativiste. 

Dans une premiere partie nous rappelons comment le formalisme quaternionique 
decrit par Hautot (1970) permet d’effectuer la separation des variables, essentielle avant 
toute etude de ce type. 

I1 est montrk ensuite que la recherche de la fonction d’onde radiale quaternionique 
normee se ramene a celle des solutions normees de deux equations reelles du premier 
ordre. 

Dans une troisieme partie, l’algebre d’invariance, qui engendre les rotations autour 
de Oz et les translations, est introduite, sous la forme quaternionique. Le spectre 
d’energie du systeme est deduit des proprietes des representations de cette algebre. 

Enfin, les equations radiales reelles sont resolues suivant la methode decrite dans 
l’article deja cite (Crubellier 1973), avec une attention particuliere a la factorisation du 
type B qui conduit a la definition d’operateurs tensoriels simples. 

2. Separation des variables 

L’equation de Dirac de l’electron dans un champ magnetique uniforme B s’ecrit, avec 
les notations usuelles, 

(1) 

oh II = p + ( e / c ) A  ; - e  est la charge de l’electron et A le potentiel vecteur. Pour ce 
dernier si on impose que 

div A = 0, 

on peut ecrire (jauge dite symktrique) 

[c(a . II) + /?mocz]Y = H-‘, 

A = -%(Yx B), 

et si 

B = (O,O, B), A = (-q? 2 y,3Bx,O). 

La separation des variables est grandement facilitee si on utilise le formalisme 
quaternionique decrit par Hautot (1970). Avec les notations de cet auteur, l’kquation 
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(1) sous forme quaternionique s’ecrit 
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(2) 

OU : 

1 Q = - ~ ( i f i E + j m , c z ) ,  

V, = ia ,+jd,+ kd,, 

A ,  = i A , + j A , + k A , ,  

et la fonction d’onde U est une fonction quaternionique. 
La symetrie du systeme suggere d’utiliser des coordonnees cylindriques. On a alors 

A ,  = ek@12jfBp , - W 2  

Si on pose U = ek@i2t’, v est solution de l’equation 

{ i 2 , + j [ ~ ( d 4 + ~ ) + f i ~ p  e B 1  +kc?, I U =  vQ. 

Cette equation est separable, c’est-a-dire que U peut s’ecrire comme produit de fonctions 
quaternioniques d’une seule variable : 

t’ = Z(ZP,(d))R(P). 

On obtient evidemment 

@ ( d ) )  = e x p ( J = f 4 ) .  
p ,  n’est pas quantifie; par contre, puisque 

u ( 4 + 2 4  = N4), 
M doit prendre des valeurs demi-entieres. Enfin, la fonction quaternionique radiale 
R ( p )  est solution de l’equation suivante : 

3. Equations radiales 

L’equation (3) est equivalente a un systeme de 4 equations differentielles scalaires du 
premier ordre couplees. Ce systeme est degenere; on peut montrer sans difficulte que 
(RI  + kR,) et ( i R 2  +jR,) sont solutions de la mtme equation du second ordre. On peut 
donc ecrire 

( iR2 + j R , )  = ( R I  + kR4)U,  
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ou U est un quaternion de la forme iA  + j B ,  independant de p ; on montre aiskment que 
pour que la fonction d’onde radiale, qui s’ecrit alors 

R = ( R , + k R , ) ( l + U ) ,  

soit solution de l’equation (3), il faut et il suffit que U verifie la condition 

k t / - I f i ( U 2 -  1) = [ Q ,  U ] ,  
A 

et que ( R ,  + kR,) soit solution de l’equation 

i M eB 
( R , + k R , )  = ( R , + k R , )  Q - k o f U  

En outre, si l’on pose 

R ,  = R , + R - ,  

(4) 

R4 = J- 1 ( R ,  - R - ) ,  

F ,  et F -  sont solutions du systeme suivant : 

(-$+:+$p)F, = aF- 

($.:+$p) F-  = u’F, ,  

ou U et a’ sont des coefficients complexes qui dependent du choix de U ; la condition (4) 
sur U est equivalente a 

E 2 - m i c 4  pf 
C2h2 A2 

-_ ua‘ = 

On peut donc choisir U de facon telle que 

Dans ce cas F ,  et F -  peuvent &tre choiseis reels et on montre facilement de plus que 

J F :  dp = i F ?  dp. ( 5 )  

Finalement F ,  et F- sont les solutions respectives des deux equations suivantes : 

p 2 - X ( M f i ) + A 2  F* = 0, 1 (MT+)2-i-(;cel)2 - eB 
P2 

verifiant la condition ( 5 )  et telles que la condition de normalisation suivante soit satisfaite : 

(7) scalaire ( R * R ) p  dp = 1 .  
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Compte tenu du choix fait pour U ,  la condition (7) s’ecrit 

p2c2 
F t  dp = % = N 2 .  

8E 

Les differentes composantes de la fonction radiale sont alors les suivantes : 
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(8) 

R ,  = P - ” ~ ( F +  + F - )  

R,  = f l  p- I i2 (F+  - F e )  

R 2  = p -  ‘”(aF, + b F - )  

R ,  = J-1 p -  l i 2 (aF+ - b F - ) ,  

OU 

E + moc2 
b = - I  J-1 - I ” ) .  

h ch 

4. Invariantes 

Le systeme est evidemment invariant dans une translation quelconque et dans toute 
rotation autour de Oz. L’operateur infinitesimal de rotation autout de Oz s’ecrit en 
notation quaternionique (Hautot 1970) 

J ,  = - f l a , + , f l k ,  
et il commute avec l’operateur H 3  = V3 + f l ( e / c h ) A , ,  c’est-a-dire que la fonction 
J,u est solution de (2) pour la meme valeur de E que U ;  en fait on a 

J,u = M U ,  

et, en d’autres termes, J ,  est un invariant du systeme. 
Par contre l’operateur infinitesimal T. = (n . V), correspondant aux translations 

dans une direction dkfinie par le vecteur unite n, ne commute pas avec l’operateur H 3 .  
En effet une translation entraine pour le potentiel vecteur un changement de jauge et 
donc modifie la phase des fonctions d’onde. On peut, comme l’ont montre Opechowski 
et Tam (1969), definir des operateurs de translation ‘magnetiques’, qui commutent avec 
H ,  et sont donc des invariants du syst$me, mais dont l’expression depend du choix de 
jauge initial. Avec la jauge symetrique utilisee ici, ces operateurs infinitesimaux sont, 
pour les translations de direction n : 

Ch 

Si l’on definit pour ces operateurs la base suivante : 

T: = a, 
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on constate alors que T i  commute avec tous les autres invariants et que J , ,  T’+ et T’I 
satisfont les relations de commutation suivantes : 

[J , ,  Ti1 = * T i  

2eB 
[T’ T’-j = --. 

Ch +, 

Par consequent les operateurs J, ,  T i ,  TI- et S = (2eB/ch)l  (ou I est l’operateur identite) 
forment la base d’une algebre de Lie non semi-simple de type G(0, 1) (suivant les notations 
de Miller 1968). L’operateur Col defini par 

CO 1 = T’+ TI- - J,S 

est un invariant de l’algebre, qui peut Ctre reecrit 

e B  
Ch CO1 = - (H3H3+a:)--- ,  

ce qui conduit a 

Pour une valeur donnee de l’energie (donc de A’ ou de la valeur propre w de l’invariant 
CO 1), les fonctions U forment une representation unitaire de l’algebre d’invariance. 
Pour que les fonctions U soient normalisables, ces representations doivent necessairement 
itre des representations unitaires du type (avec les notations de Miller 1968) ou 
M O + +  b 0. Pour une telle representation, le spectre de J ,  est donne par M = MO - p  
( p  entier 2 0) et la valeur propre o de Col est like a M O  et a la valeur propre s de S par 

w = -.$MO+ 1). 

Or on a ici s = 2eB/ch et w = - [i2 +(eB/ch) ]  ; d’autre part la relation M = M O  - p  
( p  entier 2 0) liee a la condition M O  ++ 2 0 entraine que 

M + I M + t l + N  ( N  entier 2 0). 
2 

MO = - 

Finalement le spectre d’energie est donne par 

E2-mgc4  p i  2eB M + i + l M + + I  
- -  

C 2 h 2  - h ’ + X (  2 

5. Fonctions radiales. Algebre SO(2, 1) 

(9) 

La fonction d’onde radiale R(p) est completement caracttrisee par la donnee de F+ 
et F- ; celles-ci sont les solutions des equations (6) qui vkrifient les conditions (8). Or ces 
Cquations sont des equations factorisables du type C .  I1 a ete montre (Crubellier 1973) 
que les solutions sont reliees a des fonctions de base de representations unitaires d’une 
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algebre G(0, 1).  Cette algebre a pour base les operateurs y3, f +  ,y- et - S definis par 

2e B 
C h  

S =  + - I .  

Si on identifie la variable supplementaire T qu’on introduit ainsi avec la variable physique 
4, on constate que cette algebre est etroitement liee a celle du paragraphe precedent. 
En fait, etant donnee l’expression de U en fonction de F ,  et F -  , qu’on peut tcrire : 

u = p - ” 2 ~ ( z ) { ( l  + J T k )  e x p [ f i ( ~ - + ) 4 1 ~ +  

+ ( 1  - f l k )  exp[ f i (M +  IF- }( 1 + U ) ,  

on montre a partir des proprietes d’invariance du systeme que les fonctions 
e x p [ O ( M  T3)4]F,  sont fonctions de base de la representation unitaire de 
deux algebres G(0,l) qui ont pour base 2, k;, y+, -2- et S.  On en dkduit aisement 
que ces m&mes fonctions sont des fonctions de base des representations unitaires 

Cependant, bien que le type C de factorisation des equations (6) soit lie a l’algebre 
d’invariance, il apparait preferable de transformer ces equations en equations factor- 
isables du type B, et d’introduire ainsi unealgebre de type B, (differente de celle introduite 
par Yanagawa 1973), qui n’est pas une algebre d’invariance mais qui permet de dkfinir 
des operateurs tensoriels simples et de calculer aisement leurs elements de matrice. 
La methode utilisee est decrite en detail dans l’article deja cite (Crubellier 1973) et nous 
n’en rappelons ici que les points essentiels. 

- s , M o  + de l’algebre qui a pour base j 3 ,  f +  , f -  et S .  

Si l’on ecrit une equation factorisable B sous la forme 

d 2  eZnx + 2adp e”, - a 2 ( o  + 4) 
l’algebre B, introduite a pour base 

J~ = --a, 

ou T est une variable auxiliaire. Si les fonctions 4; sont normees suivant la condition 
P 

les fonctions @.”, = e x p ( n p T ) &  forment pour w donne une base orthonormee d’une 
representation unitaire de l’algebre reelle SO(2, 1) liee a l’algebre B, . w est la valeur 
propre de l’operateur de Casimir de l’algebre et les valeurs de p forment le spectre de 
5, dans cette representation. Les representations unitaires ainsi formtes sont (Barut 
and Fronsdal 1965, Crubellier 1973) : 

(i) si d/a > 0, r* avec po-+ > 0;  on a alors o = po(po-  1)  et le spectre de J ,  
est p = p,+p(pentier 2 0 ) ;  Y O  
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(ii) si d/a < 0, l:o avec po+* < 0;  on a alors o = po(po+ 1) et le spectre de J 3  est 

(iii) D,(EoO)* (representations dites principales), oh @ + * est imaginaire pur; on a 
p = p o  - p ( p  entier 2 0); 

alors o = O(O+ 1) et le spectre de J 3  est p = E o + p  (p entier). 
Les operateurs dkfinis par 

T:) = e x p ( J Z q r )  ekx 

forment des bases de representations d’opkrateurs tensoriels de l’algebre. Ces repre- 
sentations ne sont irreductibles que dans certains cas particuliers : 

(i) 2k entier < O  et - k-lql = 0, 1 , .  . . , - k (representation finie D - k ) ;  
(ii) 2k entier 20 et soit q < - k  (representation J . - k ) ,  soit q L k (representation T k ) .  

On peut cependent calculer egalement les elements de matrice de certains opkrateurs 
Tt ’  qui n’appartiennent pas a des representations irreductibles. L’expression de ces 
elements de matrice a ttk obtenue (Crubellier 1973) pour des fonctions bra et ket 
appartenant a des representations du type T;,, . 

La transformation des equations (6 )  en equations du type B est realisee au moyen 
des changements suivants : 

p = eX/2 

F ,  = exI44*. 

Ces equations deviennent alors 

et les conditions (8) sont remplackes par 

14; ex dx = 14: ex dx = 2 M 2 .  

Les equations (12)  sont du type (10) si on fait les identifications suivantes: 

a = ]  

eB d = -  
4ch 

o* +a = &VT))2. 

Puisque d/a > 0 et U+$ > 0, les seules representations qui interviennent sont les 
representations du type T:o(po-) > 0). D’apres les valeurs de w +  et 0- on a 

p o i  = 3 + W T + I ,  
et donc, puisque p* = po* + N *  ( N ,  et N -  etant des entiers >O), on a 

l2  = -#-f+IM-)l+2N+-2) eB 

= - ( M + f + l M + 3 1 + 2 N - ) .  eB 
C h  
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On remarque que pour M < 0 et N - = 0, on a F, = 0 (et donc N + n’a plus de signi- 
fication), ce qui permet d’ecrire finalement le spectre d’energie sous la forme (9). 

En ce qui concerne les fonctions d’onde, si on note 4F0 les fonctions de base (normees 
suivant la condition (11)) des representations rf,, on a 

4*  = ci4;:*. 
La presence des coefficients C, et C- est diie a la difference entre les conditions de 
normalisation (1 1) et (13). 

La forme explicite des fonctions 4;, est la suivante : 

oii Li(x) est un polyn6me de Laguerre; on a, ici, ex = p2. 
A partir des elements de matrice des operateurs T$’, pris entre des fonctions de base 

de representations t:,, on peut calculer les integrales radiales des operateurs p”, ou n 
est entier. En effet celles-ci font intervenir les integrales 

qui sont reliees simplement a des elements de matrice de Ti+”+1): la derniere integrale, 
par exemple, s’kcrit 

F, F- p“ dp 

1 
2 

i 
= -1 4+$-  exp[(Sn+ l)x] dx 

= @+C- 1 4;;+4;;- exp[($n+ 1)x] dx 

(bn+ 1) = SC+ c-(@;;+ IT,, + -, - )lq;-). 
Une application particuliere du calcul d’integrales radiales est la determination 

des coefficients C, et C- . 11s sont en effet definis par 

C: (4;;i)2 ex dx = 2M2.  

Or l’integrale qui intervient ici est egale a un element de matrice diagonal de l’operateur 
Tb”, dont l’expression gtnerale est (Crubellier 1973) 

a 
2d 

(@;,I Tg’p;,) = -(2& - 1). 

Par consequent : 

eB 

Nous avons deja signale que le principal avantage de cette methode d’etude des 
systemes quantiques exactement solubles reside dans la possibilite de definir des opera- 
teurs tensoriels simples et de calculer leurs elements de matrice. Plus precisement dans 
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le cas considere, on calcule ainsi les integrales radiales de p” ( n  entier). Si l’on introduit 
au prealable un potentiel V ( z )  qui leve la degenerescence des niveaux d’energie, ces 
integrales radiales peuvent &re utilisees dans un calcul de perturbation. On pourrait 
ainsi etudier le systeme noyau electron dans un champ magnetique intense, en considerant 
le potentiel coulombien comme une perturbation (Hasegawa et Howard 1961). I1 faut 
remarquer qu’on peut egalement, pour etudier ce mCme systeme, definir un potentiel 
effectif fonction de p et de z ,  qu’on developpe au voisinage de la zone de plus grande 
attraction (Gajewski 1970). Avec cette approximation, on obtient des Cquations 
separees qu’on peut transformer en equations factorisables du type B :  on pourrait 
alors faire une etude en tous points analogue a celle developpee ici et en utiliser les 
resultats dans un calcul perturbationnel. 
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